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Resumo—Neste trabalho sao apresentadas as equagoes que modelam
o escoamento de um fluido nio-Newtoniano viscoelastico do tipo

Giesekus, tanto na sua forma dimensional quanto na adimensional.

Utilizando a Teoria de Estabilidade Linear é apresentada a deducio
da equacdo de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoelastico do tipo
Giesekus, juntamente com as equacdes dos tensores presentes nessa
equacio.
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I. INTRODUCAO

A dinamica de fluidos computacional € uma drea muito relevante
no ramo industrial, principalmente nas dreas quimica, alimenticia,
aerondutica e petrolifera. Devido a essa relevancia, hd muitos
problemas a serem investigados, entre eles, o de instabilidade em
escoamentos de fluidos nao-Newtonianos.

Ha muitas aplicagdes cientificas e industriais em que a estabilidade
do escoamento laminar e a transicdo para a turbuléncia sdo relevantes.
Portanto, € importante investigar a fisica da estabilidade e a transicdo
laminar-turbulenta a fim de controld-la, adianta-la ou preveni-la.

Portanto, ha um interesse em desenvolver métodos numéricos
capazes de simular escoamentos de fluidos viscoeldsticos, com baixo
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custo e resultados satisfatérios, a fim de prever o comportamento
do escoamento de um fluido durante o processo industrial desejado
(extragdo, injecdo, etc).

Contudo, fazer essa simulacdo ndo é algo simples, devido a
complexidade das equagdes que modelam o escoamento de um fluido
viscoeldstico, e também da dificuldade do tratamento em contornos
computacionais, necessitando de um método eficiente que discretize
o dominio para que seja possivel o tratamento numérico.

E necessdrio buscar alternativas que facilitam o tratamento
numérico do fendmeno que se deseja analisar em um escoamento.
Neste trabalho é apresentado um estudo da estabilidade linear do
escoamento de um fluido viscoeldstico do tipo Giesekus, com a
deducdo da equagdo de Orr-Sommerfeld.

II. FORMULACAO MATEMATICA

Nesta sec@o sdo obtidas as equagdes governantes para fluidos
nao-Newtonianos, em escoamentos incompressiveis e isotérmicos.
A equagdo constitutiva para o fluido ndo-Newtoniano considerada
€ o modelo Giesekus. Também € feita a deducdo da equacdo de
Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeldstico utilizando a Teoria de
Estabilidade Linear.



A. Equagées Governantes

As equacdes que modelam os escoamentos incompressiveis e
isotérmicos sdo as equagdes de conservagdo de massa (continuidade)
e de quantidade de movimento (equagdo do momento), que sdo dadas
da seguinte forma:

V.-u=0, (1)

ou

{E+v (u )}:vc, 2)

onde u é o vetor velocidade, ¢t é o tempo, p é a densidade do fluido
e o € o tensor tensdo total, definido por

o=1-pl 3)

em que p € a pressdo, I é o tensor identidade e T o tensor simétrico
das tensdes, determinado a partir da equagdo constitutiva do fluido.
No caso bidimensional, u = [u v]" representa as componentes da
velocidade nas dire¢des x e y, respectivamente, e o tensor simétrico
X . T Y
das tensdes € definido por T = R
1) Modelo ndo-Newtoniano: Algumas caracteristicas dos fluidos
relacionadas as suas propriedades fisicas servem para classifica-
los como Newtonianos e ndo-Newtonianos. Essas caracteristicas
influenciam alguns fatores relevantes em um escoamento, como por
exemplo, o fluxo do material, a taxa de deformacio e etc.

Os fluidos ndo-Newtonianos nio apresentam uma linearidade
entre a taxa de deformacdo e a tensdo de cisalhamento. O valor
da viscosidade dindmica nédo € constante, variando de acordo com
a taxa de deformagdo aplicada. Sendo assim, no modelo de fluido
nio-Newtoniano de um fluido viscoelastico, o tensor das tensoes
€ definido pela soma da contribuicio Newtoniana (viscosa) e da
contribuicio ndo-Newtoniana (eldstica) da seguinte maneira:

T=2nD+T, 4@

onde 1, € a viscosidade do solvente Newtoniano, D € o tensor taxa
de deformacdo, dado por

= %(Vu+ (Vu)™), (5)

T € o tensor extra-tensdo (simétrico) que representa a contribui¢ao
nao-Newtoniana (polimérica), na forma bidimensional
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O divergente do tensor tensdo total (3) para um fluido ndo-
Newtoniano é dado por
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Logo, em coordenadas cartesianas, as equacdes de conservagio
de massa (I) e de quantidade de movimento (2)), para um fluido
ndo-Newtoniano viscoeldstico se tornam

ou Ov

9 T oy 0, (6)
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B. Modelo Giesekus

A equagdo constitutiva do modelo Giesekus € escrita da seguinte
forma:

v A
T+ AT+ a—(T.T) = 2,D,
Mp

€))

onde 7, é o coeficiente de viscosidade polimérica e A é o tempo de



relaxacdo do fluido. A constante « representa o pardmetro de mobi-

lidade que regula o comportamento “shear thinning” (cisalhamento

fino ou pseudoplasticidade) do fluido (0 < o < 1), T.T denota o
v

produto tensorial, T é a derivada convectada dada por

v
T:E—T-(Vu)T—(Vu)-T,

Dt (10)

DT
em que D ¢ a derivada material de 7', que pode ser descrita por

DT oT
br_ ot .
D — ¢ TV

an
Reescrevendo (O) em coordenadas cartesianas bidimensionais
utilizando (I0)), tem-se

VoA
T + AT + an—(T.T) =2, D,
P
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Dt Tlp
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Ap6s algumas manipulagdes algébricas, sdo obtidas as equagdes
dos tensores ndo-Newtonianos bidimensionais para o modelo Giese-
kus
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III. ADIMENSIONALIZACAO

Uma maneira comum de tratar um problema em dindmica dos
fluidos computacional € a utilizacdo das equagdes que modelam esse
problema de forma adimensional. Utilizando esse tratamento, surgem
algumas constantes adimensionais conhecidas na literatura, como por
exemplo, o nimero de Reynolds, Weissenberg, constante 3 e etc.

Para adimensionalizaciio das equacdes governantes definem-se
os pardmetros, tais como o comprimento L, a velocidade U e a
densidade pg que neste caso pode ser o proprio p, pois 0 escoamento
¢ incompressivel.

Considerando as seguintes mudancas de varidveis

* p

. T
:W’T = —

e 19

aparecem os nimeros adimensionais,

« Numero de Reynolds (Re): Representa a razao entre as forgas
inercias e as forcas viscosas do escoamento e é definido por
Re = @,
Mo
onde 79 € a viscosidade total do fluido, dada por 1y = 15 + 15,
sendo que 7 € a viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do
polimero.
o Numero de Weissenberg (Wi): Para um fluido viscoelastico, é a
razdo entre uma escala de tempo caracteristica do fluido e uma
escala de tempo do escoamento,

_M
=

o Constante 8: A constante 8 € (0,1) é uma quantidade que
controla a contribuicdo do solvente Newtoniano, definida por

g="1l (18)
7o

(16)

Wi A7)

As equacdes de Navier-Stokes e dos tensores ndo-Newtonianos
sdo apresentadas na sua forma adimensional como deduzidas abaixo.

Para obter a equacdo da continuidade na forma adimensional,
basta substituir as varidveis adimensionais e manipuld-las da seguinte



forma:
#0
ou 9 oUWy AU T [out v
u  Ov u v u v
%—’—87y_0:> 8(La:*)+8(Ly*) =0= L [81‘* +8y*] =0
ou  Ov
5ty =0 (19)

Para obten¢do da equacio de quantidade de movimento na direcio
x, em sua forma adimensional, faz-se as seguintes manipulagdes:

ou Ow) o)) _ op [0, o],
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Dividindo ambos os lados da equacdo pelo termo %, tem-se:

®
ou*  O(u*u*) N A(u*v*) __op S [Ozu* N 82u*} N
ot* or* oy* ox*  pUL | dx*2 = Oy*?
9T+ OT**y
o T oy

Aplicando as seguintes manipulagdes ao termo ®

s _Mo—mp _ L mp 1 mo—ms _
pUL pUL Re pUL Re pUL
1 1-= 1 1-5 3

UL~ Re Re  Re

o
¢ obtida a equagdo de quantidade de movimento na direcdo z em
sua forma adimensional (a notagdo do * nas varidveis adimensionais
foi omitida por questdo de simplicidade, visto que as constantes adi-
mensionais denotam que a equacgdo esta em sua forma adimensional)

Re

o dw) o) _ oo B [Pu P
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or*®  9T*

o oy (20)

De forma andloga, € obtida a equac@o da quantidade de movimento
na direcdo y em sua forma adimensional
0%v
+ +
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Para obter as equacdes dos tensores ndo-Newtonianos em sua
forma adimensional, faz-se:
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A 2 2 ou
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Dividindo toda a equacdo pelo termo pU?2, tem-se
L7 ( ot o oy oz
®
ou* ApU? 0
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—oprav Sl (T Ty ) =g T
8y*> - Tp " pUL Oz

Considerando o termo ®, faz-se as seguinte manipulagdes:
aWi(LUP)n% _ aWiRe
Ns - 1— 6 .

o

arpU?  aLWilp  oaWi(LUp)

p Tlp Mo — Ns

Substituindo esta manipulag@o juntamente com as consideragdes
utilizadas para as equagdes de Navier-Stokes, obtém-se a equacdo
do tensor 7%, em sua forma adimensional

. 0T A(uT*)  O(vT™T) oz OU
T + Wi ( T 9 + By 2T I +
Ou aWiRe 2 2 (1-70)0u
_oqry 27 TT Ty _ va
2T 6y)+ " (T T ) 2 @)

Procedendo de forma andloga, sdo obtidas as equagdes, em sua
forma adimensional, dos tensores nao-Newtonianos T%Y e TYY

or+  o(ur*v) oWwr™) _..0v .. 0u
ot ar oy L r +

ox Ay
alt/[/_i];e (1-5) <5‘1} n 8u> @

T+ Wi (

Ty T Yy — _
(T + 1)) Re or Oy

oTvvy N A(uT") N
ot ox

TY% + Wi <



ov
o’
ay) +

aWiRe
1-p

(1-5) ov

Re 0y’

(70" +79") =2 (24)

As equagdes (I9)-(24) modelam um escoamento incompressivel,
isotérmico e bidimensional, para um fluido viscoeldstico utilizando o
modelo Giesekus, para qualquer valor para o nimero de Reynolds.

I'V. TEORIA DE ESTABILIDADE LINEAR

2

Nesta se¢do € apresentada a andlise de estabilidade linear
para escoamentos de fluidos viscoelasticos, utilizando a equagio
constitutiva do tipo Giesekus. O objetivo é deduzir uma equagdo de
Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeldstico do tipo Giesekus, e
estudar sua solugdo numérica.

Assumindo que o escoamento principal € invariante na dire¢do x,
ou seja,

u U(y),
v = 0,

p = If(a:,y),
T = T().

Considerando que o escoamento instantaneo pode ser decomposto
em um escoamento base e um escoamento perturbado, as varidveis
dependentes podem ser decompostas da seguinte forma:

u(z,y,t) = Uy)+ulz,y,t),

v(z,y,t) = (z,y,t), (25)
p(%,y,t) = -Z?(xay)tﬁ(xayat)v

T(x,y,t) = T(y)+T(z,y1).

Substituindo essas varidveis decompostas nas equagdes de Navier-
Stokes e nas equagdes dos tensores ndo-Newtonianos, é obtido o
sistema de equagdes para as perturbacdes

ou  0v
ety =0 (26)
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Por hipétese, o escoamento principal (base) € solu¢do das
equacdes de Navier-Stokes, entdo as perturbacdes também devem
satisfazer esse sistema de equacdes. Assumi-se também, que as
amplitudes das perturbacdes sdo pequenas, fazendo com que os
termos ndo lineares possam ser desprezados.

Como as equagdes resultantes sdo lineares e os seus coeficientes
ndo dependem de x e t, entdo, pode-se buscar solucdes utilizando
algum método para este tipo de equagdo, como por exemplo, o
método da separacdo das varidveis, da seguinte forma:

cc

a(z,y,t) = %[ﬂ(y)e“‘”‘““ +WL

o(z,y,t) = %[@(y)ei(az—wt) +B(y)eil@t=om), 32)
plz,y,t) = %[p(y)ei(az—wt) + ply)ei@t—on)].
T(x,y,t) = %[T(y)ei(aszt) + T(y)eilt—on)],

sendo ¢ = v/—1, cc o complexo conjugado da varidvel em questdo.

Estas equagdes indicam que as perturbacdes se propagam como ondas
21

com frequéncia w, comprimento de onda A = =, velocidade de onda



c= 2 e amplitudes u,v,D e T. Usando a equacdo da continuidade, que fornece o resultado
_ idv
. . u = ——, tem-se

Somar um niimero complexo com o seu complexo conjugado, ady
€ o mesmo que procurar o valor da varidvel em questdo apenas
no dominio real. Na pratica, resolve-se as equacdes perturbadas d /idv 5 dU
complexas, para encontrar o valor de o, w e 7, por isso, 0 complexo ia(U — ¢)— < v U) Il

c — o———
conjugado (cc) é desprezado ao efetuar as substituicoes das varidveis dy \ady ady dy

nas equacdes perturbadas. wdU  RU <dTyy dTm> - 2T
w|————— | —aT " — =
dy?

o o - . t——t U
Substituindo essas varidveis nas equacdes de Navier-Stokes dy dy dy
perturbadas, € obtido o sistema das equagdes de Navier-Stokes em

dy dy

3/ ; 27
fungdo das autofungdes u,v,pe T _ B (& (iduy Oﬂi idv ; d Y 0l
Re ady dy \ ady d dy?
_ do(y) L , . .
icu(y) + Qy 0, (33) Simplificando os termos apds algumas manipulacdes, tem-se
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. aT 8 (d*v Multiplicando por «, é obtida a seguinte equacdo diferencial
ia(U—-c)v+ — —iaT "~ — Ty = Te (dy2 — a%) (35) ordindria
Derivando (34) em relacdo a y, tem-se _Q(U_C)@+QS(U . 2 ria? dTvY B I N
dy? d dy? dy dy
du dU  dvdU  _d*U dp  dT" 2T 7 25
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- dy2 Re dTﬁ - cTy ) (36) Logo, a equagdo de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeslastico

do tipo Giesekus, é dada por
Multiplicando (35) pela constante i, obtém-se
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Como o modelo viscoeldstico considerado é o Giesekus, entdo
Fazendo [36] -{37] tem-se ’ ’
Ell as equacOes dos tensores presentes na equacdo de Orr-Sommerfeld
840
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V. ESCOAMENTO BASE

Para calcular o escoamento base do canal, assume-se que todas

as varidveis sdo dependentes apenas do eixo y, exceto para a pressao
cujo gradiente € constante na direcdo x. O dominio na direcdo y é
compreendido entre [—1,1].

Olhando para a equag¢do da continuidade, é obtido que a

componente v do vetor velocidade é nula. De fato,

0
a—v = 0= v(z,y,t) = constante, (45)
Y

COMO Upgrede = 0 entdo v(z,y,t) = 0.

Escrevendo as hipdteses impostas sobre o escoamento, tem-se

( =0; — =0; Vp=constante; v =0;
o
u=u(y); T= T(y))

Dadas as equagdes adimensionalizadas para o modelo de fluido

viscoeldstico do tipo Giesekus, tem-se o seguinte sistema:
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Aplicando no sistema as hipdteses impostas, é obtido um novo
sistema de equagdes simplificadas que descrevem o escoamento do
fluido viscoeslastico para o modelo Giesekus, da seguinte forma:

Cpet ]fej;f = (46)

- gi; dzy 0, 47

T — 2WiTWZ—Z - % (T”2 + T””yz) .48
T = WiTyyZ—Z - ‘ZF/_“;; (T*(T* +T¥)) +

A2 (49)

TV = —% (7" 4+ 1), (50)

VI. ALGUMAS CONSIDERACOES

Neste trabalho foi aprensentada as equacdes que modelam
escomentos incompressiveis, isotérmicos, bidimensional, para um
fluido ndo-Newtoniano viscoeldstico, utilizando a equacgao constitutiva
do modelo Giesekus. Também foram apresentadas as equagdes que
modelam escoamentos para um fluido ndo-Newtoniano viscoeldstico
em sua forma adimensional.

Seguindo a teoria de estabilidade linear, foi apresentada a dedugéo
da equagdo de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeldstico do tipo

+ Giesekus, e as equacdes dos tensores presentes nesta equacio.

E por fim, foram substituidas as hipdteses sobre o escoamento
nas equagdes de Navier-Stokes e dos tensores, afim de obter um
sistema simplificado de equagdes, para que seja possivel a obtencdo
da solucdo analitica para o escoamento base. Esse tipo de resultado é
importante pois, faz com que o tratamento numérico seja feito apenas
no escoamento perturbado, facilitando assim, a anélise e propagagao
das perturbagdes, fornecendo resultados que mostram a estabilidade
linear do escoamento para esse tipo de fluido ndo-Newtoniano.
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