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PPGMNE
Curitiba, Paraná
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Resumo—Neste estudo, apresenta-se a solução numérica da equação
bidimensional do telégrafo através do método dos elementos de con-
torno, fazendo uso da solução da equação de Laplace como solução
fundamental. O MEC fará com que a equação diferencial seja tranfor-
mada em uma equação integral que relaciona valores do contorno. Essa
equação integral será composta por integrais referentes ao contorno,
impondo a necessidade de sua discretização através de elementos. Esses,
dentre as variações mais utilizadas, serão do tipo linear. A equação
integral também possui integrais referentes ao domı́nio, fazendo com
que haja a discretização do mesmo através de células triangulares
lineares. As derivadas temporais, de primeira e segunda ordem, serão
aproximadas pelo esquema de diferenças finitas e pelo método de
Houbolt.

Index Terms—Método dos Elementos de Contorno, Equação do
Telégrafo, Condição Inicial

I. INTRODUÇÃO

A equação do telégrafo foi proposta inicialmente por Oliver
Heaviside em 1880, modelando a corrente elétrica ou a voltagem
através de um fio condutor. Essa equação também pode modelar
outros fenômenos, como o movimento randômico de uma particula
sobre um plano limitado, proposto por [1] e a propagação de ondas
elétromagnéticas através da ionosfera terrestre, por [2]. As aplicações
se estendem também para área da biologia, com o estudo de
movimento unidimensional de insetos, assim como o fluxo sanguı́neo
através das artérias, [3].

Neste trabalho, a equação bidimensional do telégrafo será resol-
vida numericamente através do método de elementos de contorno. A
equação inicialmente será tratada por resı́duos ponderados, tanto para
o domı́nio quanto para o contorno. Após aplicada a identidade de
Green, as funções pesos, provindas dos resı́duos ponderados, terão
seus valores devidamentes escolhidos de tal forma que a equação
se torne mais simplificada. Sequencialmente, a solução da equação
de Laplace será utilizada como solução fundamental do problema,
sendo interpretada como o efeito em um ponto campo (x, y), de
um Delta de Dirac aplicado em um ponto fonte ξ. Após o uso
da propriedade do Delta de Dirac e o tratamento da equação para
pontos pertencentes ao contorno, é obtida a equação básica do
método dos elementos de contorno. Efetuando a discretização do
contorno por elementos lineares e a discretização do domı́nio por
células triangulares lineares, teremos a equação como uma soma de
integrais sobre elementos e células para todos os nós pertencentes ao
contorno e ao domı́nio (pontos internos). Por fim, serão geradas duas
formulações, a primeira (MEC-D) fará uso de diferenças finitas para
as derivadas de primeira e segunda ordem, e a segunda formulação
(MEC-H), utiliza o método de Houbolt para ambas as derivadas. A
eficácia das formulações será analisada para dois exemplos sobre
domı́nios bidimensionais de formato retangular para determinados
instantes de tempo.



II. EQUAÇÃO DO TELÉGRAFO ATRAVÉS DO MÉTODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

Seja a equação do telégrafo em duas dimensões:

∇2µ+ g(x, y, t) =
∂2µ

∂t2
+ 2α

∂µ

∂t
+ β2µ , (1)

cujo domı́nio bidimensional será representado por Ω, ou ainda,
(x, y) ∈ Ω. Os valores α e β são constantes positivas.

As condições de contorno essenciais ou Dirichlet são aplicadas
em Γµ:

µ(x, y, t) = µ(x, y, t) (x, y) ∈ Γµ (2)

As condições de contorno naturais ou de Newmann são aplicadas
em Γq:

q(x, y, t) =
∂µ(x, y, t)

∂η
= q(x, y, t) (x, y) ∈ Γq (3)

com Γµ e Γq partes constituintes do contorno, de tal forma que
Γ = Γµ ∪ Γq .

Admite-se que µ(x, y, t) seja uma solução aproximada do
problema; consequentemente teremos resı́duos para o domı́nio e
para o contorno. Assim, a sentença para resı́duos ponderados pode
ser expressa da seguinte maneira:

∫
Ω

(∇2µ)ω1 dΩ +

∫
Ω

bω1 dΩ∫
Γµ

[µ− µ]ω2 dΓ +

∫
Γq

[q − q]ω3 dΓ = 0 (4)

sendo ω1, ω2 e ω3, funções de ponderação, e ainda:

b = b(x, y, t) =

[
g(x, y, t)−

(
∂2µ

∂t2
+ 2α

∂µ

∂t
+ β2µ

)]
(5)

A primeira integral de domı́nio pertencente à (4), pode ser vista
como a segunda identidade de Green:

∫
Ω

(∇2µ)ω1 dΩ =

∫
Γ

qω1 dΓ−
∫

Γ

∂ω1

∂η
µ dΓ +

∫
Ω

(∇2ω1)µdΩ (6)

Reescrevendo (4), separando as integrais referentes ao contorno
através da subtração de duas integrais, e substituindo a primeira
integral de domı́nio pela igualdade (6), obtem-se:∫

Ω

(∇2ω1)µdΩ +

∫
Ω

bω1 dΩ +

∫
Γ

qω1 dΓ−
∫

Γ

∂ω1

∂η
µ dΓ+∫

Γµ

µω2 dΓ−
∫

Γµ

µω2 dΓ +

∫
Γq

qω3 dΓ−
∫

Γq

qω3 dΓ = 0 (7)

lembrando que Γ = Γµ ∪ Γq , (7) torna-se:

∫
Ω

(∇2ω1)µdΩ +

∫
Ω

bω1 dΩ +

∫
Γµ

qω1 dΓ +

∫
Γq

qω1 dΓ−∫
Γµ

∂ω1

∂η
µ dΓ−

∫
Γq

∂ω1

∂η
µ dΓ +

∫
Γµ

µω2 dΓ−
∫

Γµ

µω2 dΓ+∫
Γq

qω3 dΓ−
∫

Γq

qω3 dΓ = 0 (8)

Considerando as funções de ponderação para os seguintes valores:
ω2 = ∂ω1

∂η e ω3 = −ω1, e agrupando os termos semelhantes, (8)
ficará:

∫
Ω

(∇2ω1)µdΩ +

∫
Ω

bω1 dΩ +

[∫
Γµ

qω1 dΓ +

∫
Γq

qω1 dΓ

]
−

[∫
Γµ

∂ω1

∂η
µ dΓ +

∫
Γq

∂ω1

∂η
µ dΓ

]
= 0 (9)

Fazendo, µ = µ e q = q, (9) torna-se:

∫
Ω

(∇2ω1)µdΩ +

∫
Ω

bω1 dΩ +

∫
Γ

qω1 dΓ−
∫

Γ

∂ω1

∂η
µ dΓ = 0 (10)

Para a equação:

∇2ω1(ξ, x, y) = −δ(ξ, x, y) (11)

tem-se a solução fundamental:

ω1 = µ∗(ξ,X) =
1

2π
ln

(
1

r

)
= − 1

2π
ln r (12)



onde r = r(ξ,X), representa a distância entre o ponto campo
X = (x, y), e o ponto fonte ξ = (ξx, ξy). A derivada da solução
fundamental, em relação a direção normal ao contorno, é calculada
como:

q∗ =
∂µ∗

∂η
=
∂µ

∂r

∂r

∂η
= − 1

2πr

∂r

∂η
(13)

Aplicando a igualdade (11) na primeira integral de domı́nio
pertencente à (10), e substituindo ω1 por µ∗ e ∂ω1

∂η por q∗, obtem-se:

−
∫

Ω

δ(ξ, x, y)µdΩ(X) +

∫
Ω

bµ∗(ξ, x, y) dΩ(X)+

∫
Γ

qµ∗(ξ, x, y) dΓ(X)−
∫

Γ

q∗(ξ, x, y)µdΓ(X) = 0 (14)

Seja a propriedade do Delta de Dirac:

∫
Ω

δ(ξ, x, y)f(x, y) dΩ(x, y) = f(ξ) (15)

Aplicando a propriedade (15) e rearranjando os termos, (14)
torna-se:

µ(ξ, t) =

∫
Γ

qµ∗(ξ, x, y) dΓ(X)−
∫

Γ

q∗(ξ, x, y)µdΓ(X)+∫
Ω

bµ∗(ξ, x, y) dΩ(X) (16)

É através de (16) que se obtém a solução para os pontos ξ
pertencentes ao domı́nio. Para os valores de µ(x, y, t) e q(x, y, t)
pertencentes ao contorno Γ, será necessário um tratamento
diferenciado: exclui-se do domı́nio Ω um cı́rculo Ωε de raio ε, com
centro em ξ, sendo ξ ∈ Γ. Logo em seguida, toma-se o limite
quando ε tende a zero. Aplicado o limite, através de [4], é obtida a
equação fundamental do método dos elementos de contorno:

c(ξ)µ(ξ, t) +

∫
Γ

q∗(ξ, x, y)µdΓ(X) =∫
Γ

qµ∗(ξ, x, y) dΓ(X) +

∫
Ω

bµ∗(ξ, x, y) dΩ(X) (17)

onde:

c(ξ) =

 0 se ξ /∈ Ω
1
2 se ξ ∈ contorno suave
1 se ξ ∈ Ω

A equação (17) é valida para pontos ξ pertencentes, tanto para o
domı́nio Ω, quanto para o contorno Γ.

III. DISCRETIZAÇÃO TEMPORAL E SOLUÇÃO DOS SISTEMAS

Para a obtenção das variáveis µ e q, primeiramente é necessário
que o contorno Γ seja discretizado. Segundo [5], tal discretização
deve ser feita por elementos que sejam capazes de proporcionar uma
boa aproximação para a geometria do contorno. Esses elementos são
denominados elementos de contorno, cuja a geometria adotada neste
trabalho será a linear.

Assim como o contorno, o domı́nio também será descretizado.
Tal discretização será efetuada através da divisão do domı́nio em
pequenas regiões chamadas células. Neste trabalho serão adotadas
células com formato triangular, que são definidas, de modo a
envolver todos os pontos do contorno e do domı́nio.

Com o contorno e o domı́nio discretizados, (17) pode ser reescrita
como uma soma de integrais sobre elementos e células para um
número finito de pontos ou nós ξi selecionados:

c(ξi)µ(ξi, t) +

NE∑
j=1

∫
Γj

q∗(ξi, x, y)µdΓ =

NE∑
j=1

∫
Γj

qµ∗(ξi, x, y) dΓ +

NC∑
j=1

∫
Ωj

bµ∗(ξi, x, y) dΩ (18)

onde NE representa o número de elementos que discretizam o
contorno e NC sendo o números de células que constituem o
domı́nio.

A função b(x, y, t), presente em (18), é composta pela derivada
de primeira e de segunda ordem de µ(x, y, t) em relação ao tempo.
A derivada de primeira ordem pode ser representada através de
diferenças regressivas:

µ̇n+1 =
µn+1 − µn

∆t
(19)

onde o ı́ndice (n + 1), confome [6], refere-se ao tempo, tn+1 =
(n+ 1)∆t sendo ∆t o intervalo de tempo adotado na discretização
temporal.

Para a aproximação da derivada de segunda ordem de µ(x, y, t),
pelo tempo, teremos:

µ̈n+1 =
µn+1 − 2µn + µn−1

(∆t)2
(20)



Após a aplicação de (18) para todos os nós do contorno e pontos
internos, o seguinte sistema de equações é obtido:

[
Hcc 0
Hdc I

]{
µc

µd

}
=

[
Gcc

Gdc

]
{qc}+[

M cc M cd

Mdc Mdd

]{
bc

bd

}
(21)

onde

{
bc

bd

}
=

{
gc

gd

}
−
{

µ̈c

µ̈d

}
− 2α

{
µ̇c

µ̇d

}
− β2

{
µc

µd

}

Utilizando a notação usual do MEC, as matrizes H e G
provém das integrais de contorno que possuem respectivamente
q∗(ξi, x, y)µ(x, y, t) e q(x, y, t)µ∗(ξi, x, y) como integrando. As
matrizes M representam a integração através do domı́nio sobre termo
b(x, y, t)µ∗(ξi, x, y). A submatriz indentidade pertencente ao lado
esquerdo da igualdade, representa os valores de c(ξi), para os pontos
ξi que provém do domı́nio. O superı́ndice c indica contorno e d,
domı́nio.

Substituindo as igualdades (19) e (20) em (21) e agrupando os
termos semelhantes, obtem-se:

[
(Hcc − ρ1M

cc) −ρ1M
cd

(Hdc − ρ1M
dc) (I − ρ1M

dd)

]{
µcn+1

µdn+1

}
=[

Gcc

Gdc

]
{qcn+1}+

[
M cc M cd

Mdc Mdd

]
×(

ρ2

{
µcn
µdn

}
+ ρ3

{
µcn−1

µdn−1

}
+

{
gcn+1

gdn+1

})
(22)

onde

ρ1 = − 1

(∆t)
2 −

2α

∆t
− β2 (23)

ρ2 =
2

(∆t)
2 +

2α

∆t
(24)

ρ3 = − 1

(∆t)
2 (25)

Como o sistema (22) foi originado através do uso exclusivo da
diferença finita regressiva como aproximação de suas derivadas pelo
tempo, a sua denominação é MEC-D.

Para uma segunda forma de resolução, utiliza-se a aproximação
da primeira derivada temporal de µ(x, y, t), através do método de
Houbolt (1959), [7]:

µ̇n+1 =
1

6∆t
[11µn+1 − 18µn + 9µn−1 − 2µn−2] (26)

A segunda derivada temporal de µ(x, y, t) com o método de
Houbolt, é aproximado como segue:

µ̈n+1 =
1

(∆t)2
[2µn+1 − 5µn + 4µn−1 − µn−2] (27)

Aplicando as igualdades (26) e (27) em (21) e agrupando
os termos semelhantes, será obtido o seguinte sistema que será
denominado como MEC-H:

[
(Hcc − σ1M

cc) −σ1M
cd

(Hdc − σ1M
dc) (I − σ1M

dd)

]{
µcn+1

µdn+1

}
=

[
Gcc

Gdc

]
{qcn+1}+

[
M cc M cd

Mdc Mdd

]
×

(
σ2

{
µcn
µdn

}
+ σ3

{
µcn−1

µdn−1

}
+ σ4

{
µcn−2

µdn−2

})
+

[
M cc M cd

Mdc Mdd

]{
gcn+1

gdn+1

}

sendo

σ1 = − 2

(∆t)
2 −

11α

3∆t
− β2 (28)

σ2 =
5

(∆t)
2 +

6α

∆t
(29)

σ3 = − 4

(∆t)
2 −

3α

∆t
(30)

σ4 =
1

(∆t)
2 +

2α

3∆t
(31)

Os dois métodos numéricos: MEC-D e MEC-H, são analisados
para n = 0, 1, 2, 3....



IV. RESULTADOS

A. EXEMPLO 1

Seja a equação bidimensional do telégrafo, conforme (1), com
α = (1 + π2), β = 1 e g(x, y, t) = 0. A solução analı́tica, segundo
Pekmen e Tezer-Sezgin [8], é dada por:

µ(x, y, t) = e−t sin(xπ) sin(yπ)

com as seguintes condições iniciais:

µ(x, y, 0) = sin(xπ) sin(yπ)

µt(x, y, 0) = − sin(xπ) sin(yπ)

e as condições de contorno essenciais ou Dirichlet :

µ(1, 49, y, t) = e−t sin(1, 49π) sin(yπ)

µ(0, y, t) = 0

µ(x, 0, t) = 0

µ(x, 0, 9996, t) = 0

A malha utilizada para o primeiro exemplo possui 0 ≤ x ≤ 1, 49
e 0 ≤ y ≤ 0, 9996.O contono será constituı́do de sessenta elementos
e o domı́nio será formado por quatrocentos e trinta e duas células
triangulares.

Para o instante t = 0, 8, as figuras 1 e 2 representam respecti-
vamente as formulações MEC-D e MEC-H, e são comparadas com
a função analı́tica, figura 3. O instante t = 2, 4 é ilustrado pelos
gráficos 4, 5 e 6, que representam, respectivamente, as formulações
MEC-D, MEC-H e a função analı́tica.
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Figura 1. Valor de µ(x, y, 0, 8):MEC-D.
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Figura 2. Valor de µ(x, y, 0, 8):MEC-H.
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Figura 3. Valor de µ(x, y, 0, 8):Analı́tica.
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Figura 4. Valor de µ(x, y, 2, 4):MEC-D.
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Figura 5. Valor de µ(x, y, 2, 4):MEC-H.
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Figura 6. Valor de µ(x, y, 2, 4):Analı́tica.

As duas formulações obtiveram resultados satisfatórios, mas Hou-
bolt demonstrou melhor aproximação, apresentando uma maior si-
milaridade perante a função analı́tica para ambos os instantes de
tempo. Todos os resultados foram executados para o intervalo de
tempo ∆t = 0, 08.

B. EXEMPLO 2

Vamos considerar a seguinte equação bidimensional do telégrafo
com α = 1, β = 1 e

g(x, y, t) =
2

1 + x+ y + t
+ ln(1 + x+ y + t) +

1

(1 + x+ y + t)2

com solução analı́tica, segundo [8], será:

µ(x, y, t) = ln(x+ y + t+ 1)

Dada as condições iniciais:

µ(x, y, 0) = ln(1 + x+ y)

µt(x, y, 0) =
1

1 + x+ y

e as condições de contorno:

µ(x, 0, t) = ln(x+ t+ 1)

µ(1, 5, y, t) = ln(y + t+ 2, 5)

µ(x, 1, t) = ln(x+ t+ 2)

µ(0, y, t) = ln(y + t+ 1)

A malha utilizada para o segundo exemplo possui 0 ≤ x ≤ 1, 5 e
0 ≤ y ≤ 1. O contono será constituı́do por oitenta e quatro elementos
e o domı́nio será formado por setecentos e sessenta e oito células
triangulares.

O instante t = 1, 5, será representado pelo esquema MEC-D
através da figura 7, MEC-H pela figura 8, sendo comparados a função
analı́tica, figura 9. Para o instante t = 4, 5, as figuras 10, 11 e 12,
ilustram, respectivamente, os métodos MEC-D, MEC-H e a função
analı́tica.
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Figura 7. Valor de µ(x, y, 1, 5):MEC-D.
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Figura 8. Valor de µ(x, y, 1, 5):MEC-H.
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Figura 9. Valor de µ(x, y, 1, 5):Analı́tica.
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Figura 10. Valor de µ(x, y, 4, 5):MEC-D.
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Figura 11. Valor de µ(x, y, 4, 5):MEC-H.

Como pode-se observar, tanto MEC-D como MEC-H apresen-
taram resultados expressivos para os dois instantes de tempo, re-
presentando a função analı́tica de maneira muito similar. Todos os
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Figura 12. Valor de µ(x, y, 4, 5):Analı́tica.

resultados foram obtidos para o intervalo de tempo ∆t = 0, 15.
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