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Resumo — Neste artigo sdo efetuadas analises estaticas, por
meio do Método dos Elementos Finitos, de problemas de trelicas
planas com néo linearidade fisica. Os problemas estruturais sao
solucionados com métodos do tipo Chebyshev-Halley associados
as técnicas de continuagdo de Controle de Deslocamento
Generalizado e de Controle de Comprimento de Arco com
Iteracdo Ortogonal a Tangente da Iteracdo Anterior. A relagéo
constitutiva do material € descrita por um modelo fundamentado
na Mecanica do Dano Continuo.
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de continuagao.

I. INTRODUGCAO

Na andlise estrutural muitos problemas estao caracterizados
pelo comportamento ineldstico dos materiais (ndo linearidade
fisica) que conformam as estruturas, identificando fendmenos
tais como plasticidade, dano, fraturamento, entre outros, 0s
quais mudam substancialmente as propriedades de rigidez do
sistema. Um problema gerado pela inelasticidade dos materiais
¢ a ocorréncia de deformagGes localizadas no sistema. A
consideragdo desse fendmeno aumenta a complexidade da
andlise, e pode levar a problemas na implementagdo numérica,
ocorrendo inclusive a interrupcdo da analise por problemas de
convergéncia ou mau condicionamento numérico. Nesse
contexto, a andlise numérica de estruturas com caracteristicas
inelasticas de material requer técnicas de controle de iteragdo e
forca (técnicas de continuacdo) que permitam avaliar as
mudancas de rigidez do sistema ocasionadas pelo
comportamento néo linear [1].

O método de Newton é um dos métodos mais utilizados
para resolver problemas ndo lineares na Engenharia Estrutural.
ModificagBes nesse método podem ser feitas: resolver o
sistema de equacdes ndo lineares de forma inexata, ou seja,
resolvé-lo por algum método iterativo impondo uma precisao,
como no método de Newton Inexato; aproximar a matriz
Jacobiana utilizando diferencas finitas; e substituir a Jacobiana
por outra matriz com alguma propriedade, como nos métodos
Quase - Newton [2].

No método de Newton € resolvido um sistema linear a cada
iteracdo, cuja matriz de rigidez é a Jacobiana avaliada no
iterado corrente. Uma das vantagens desse método é a taxa de
convergéncia quadratica (sob condi¢cBes adequadas). Além
disso, é conhecido na literatura o raio 6timo de convergéncia
desse método; isso significa que, dada uma sequéncia gerada
pelo método de Newton cujo ponto inicial esteja fora da bola
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de centro em uma solucdo e raio 6timo, ndo se tem garantias
que esta sequéncia ird convergir para a respectiva solucdo.
Entretanto, tomado qualquer ponto inicial dentro desta bola,
ndo so é garantida a convergéncia, mas também a taxa de
convergéncia quadratica. HA métodos que possuem taxa de
convergéncia cubica, sendo melhores que o método de Newton
neste aspecto, como por exemplo, 0os métodos pertencentes a
classe Chebyshev-Halley.

Uma dificuldade inerente ao método convencional de
Newton - Raphson, que tem como estratégia a manutencdo do
parametro de Forca Constante durante o ciclo de iteracdes, € a
solucdo proxima a pontos limites na trajetéria de equilibrio
(curva forca versus deslocamento) divergir devido ao mau
condicionamento da matriz de rigidez tangente, ou
simplesmente porque para o nivel de forca estabelecido ndo ha
solugdo [3]. Com o proposito de resolver esses problemas de
convergéncia, técnicas de continuacdo associadas ao método de
Newton - Raphson tém sido desenvolvidas, podendo-se
destacar: Controle de Deslocamento [4], Controle de
Deslocamento  Generalizado [5]-[6] e Controle de
Comprimento de Arco [7]-[8]-[9]-[10].

Na técnica de Controle de Forga Constante, o parametro de
forca é mantido invaridvel durante o ciclo iterativo. A ideia dos
métodos de continuagdo é tratar o pardmetro de forca como
uma variavel, adicionando uma condicdo de restricdo ao
sistema de equagdes que descreve o equilibrio estrutural para a
determinacdo do mesmo. Uma metodologia eficiente de
solucdo deve ser capaz de superar 0s problemas numéricos
associados ao comportamento ndo linear, tracando toda a
trajetdria de equilibrio (caminhos primarios e secundarios) do
sistema estrutural em andlise, identificando e passando por
todos os pontos singulares ou criticos que possam existir [11].

Neste artigo sdo efetuadas analises estaticas de problemas
de trelicas planas com nédo linearidade fisica por meio do
Método dos Elementos Finitos. Os problemas sdo solucionados
com os métodos iterativos de Chebyshev e Super-Halley
associados as técnicas de continuacdo: Controle de
Deslocamento  Generalizado (GDCM); e Controle de
Comprimento de Arco com lIteragcdo Ortogonal a Tangente da
Iteracdo Anterior (CTIA). O desempenho dos métodos
implementados com o software Matlab séo avaliados com base
nos parametros: nimero total de incrementos de forca (NP),
nimero total de iteracdes (It), tempo de processamento e
deslocamento num ponto especifico da estrutura. A relagdo
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constitutiva do material € descrita por um modelo
fundamentado na Mecéanica do Dano Continuo proposto por
[12], com a possibilidade de prever o comportamento
diferenciado a tracdo ou a compressao.

Il. PROBLEMA ESTRUTURAL

A equacdo que governa o equilibrio estatico de um sistema
estrutural pode ser descrita por [13]:

g = AF. — Fi(u), 1)
sendo g o vetor de forcas desequilibradoras, F; o vetor de
forcas internas (avaliado em funcéo do vetor de deslocamentos
totais nos pontos nodais da estrutura u), e A o parametro de
forca responsavel pelo escalonamento do vetor F,, sendo este
um vetor de referéncia e de magnitude arbitraria. A estimativa
para o deslocamento residual du é determinada pelo seguinte
sistema de equacoes:

Kéu =g, (2)
sendo K a matriz de rigidez representativa do sistema
estrutural. Os deslocamentos residuais sdo definidos como a
soma de duas parcelas [10]:

du = du, + 6Adu,, 3
onde X ¢é o parametro de forca que deve ser avaliado ao longo
do ciclo iterativo, e 8ug € 8u, sdo obtidos, respectivamente, por:

du, = K'g, (4)

Su, = K'F.. (5)

Os parédmetros incrementais de forca (AA) e deslocamento

(Au) no passo de forga t+At e iteracdo k sdo avaliados,
respectivamente, por:

A)\k = A)\k—l + 8)\1(, (6)

Auk = Auk_1 + Suk. (7)

Os parametros totais de forca (A) e deslocamento (u) sdo
atualizados por, respectivamente:

)\k = }\k—l + A)\k, (8)

U = Ug_q + Auk. (9)

A determinacdo do pardmetro de forca iterativo (d1) é

funcdo da estratégia de iteracdo ou da equacdo de restricdo

imposta adicionalmente ao problema nédo linear. O problema

estrutural dado por (2) é avaliado de forma incremental e

iterativo, ou seja, para uma sequéncia de incrementos do

pardmetro de forca é determinada uma sequéncia de
incrementos de deslocamentos nodais.

I1l. METODOS DE SOLUCAO

Os métodos iterativos da familia Chebyshev - Halley sdo
descritos pela formula [14]:

Ug41 = Uk + [I + %L(uk) (I - YL(uk))_1] Suk, (10)

onde y € um parametro real, | é a matriz identidade e L é uma
matriz calculada por:

L(uy) = K(uy) " [H(uy) Suy ] ™. (11)

Essa familia inclui alguns métodos, como o método de
Chebyshev (y = 0) e o método de Super-Halley (y = 1), os quais
possuem convergéncia cubica.

Fazendo y = 0 em (10), o método de Chebyshev é dado pela
seguinte equacgéo [2]:

1
Ugeq = Ui + [l + EL(uk):l Suk. (12)

Da mesma forma, fazendo y = 1 em (10), obtém-se o
método de Super-Halley descrito por [14]:

Up,q = Uy, + [l + %L(uk)(l — L(uk))_l] Suy. (13)

Neste trabalho, utiliza-se a seguinte aproximagdo para a
matriz L:
[K(uy) + K(ug_4)] (14)

L(uy) = K(u)™ 2 .

IV. TECNICAS DE CONTINUACAO

O processo incremental-iterativo consiste de duas etapas
[11]:

1. A partir da altima configuracdo de equilibrio da estrutura,
seleciona-se um incremento de forca (definido como parametro
de forca inicial - 8;), procurando satisfazer alguma equagéo
de restricdo imposta ao problema. Apds a selecdo desse
pardmetro, determina-se o incremento inicial de deslocamentos
nodais duy; e

2. Na segunda etapa de solucdo, procura-se por meio de uma
estratégia de continuacdo corrigir a solugdo incremental
inicialmente proposta, com o objetivo de restaurar o equilibrio
da estrutura. Se as iteragdes envolverem deslocamentos nodais
(u) e o parametro de forca (1), entdo uma equacao adicional de
restricio é requerida. O formato dessa equacdo € o que
distingue as varias estratégias de iteracdo.

Na Tabela | sdo apresentadas as equacOes para a avaliacdo
do pardmetro de forca inicial (8),), e para o calculo do
pardmetro de forca para a corregdo da solugdo incremental
inicial (8A,) para as estratégias de controle de iteragdo e forca
(técnicas de continuagdo) implementadas:

- Controle de Deslocamento Generalizado (GDCM); e

- Controle de Comprimento de Arco com
Ortogonal & Tangente da Iteragdo Anterior (CTIA).

Iteracdo

Ha possibilidade de que o incremento de deslocamento
tenda ao infinito em pontos proximos a um ponto limite da
trajetoria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra, limitou-se
este deslocamento a um valor méaximo. Para todas as
estratégias, foi considerada a seguinte condi¢do quanto ao
incremento de deslocamento: se ||SUy|| > Umax, €Ntao:

Umax

Ok = ouy]

Suk. (15)



TABELA 1. PARAMETROS DE FORGA 81 E OAk.

Método S\ S\, comk=2,3,...,N
tlSurTISug
GDCM " —7——?——5
+ =252, /IGSP| Bu, Bup,
Ni¢ Auy_,8u,
CTIA - °k
Auy_,8u,,

O sinal de 8, é determinado em funcdo do parametro de
rigidez GSP dado por:

1 Ty
M_ (16)
‘8u, Su,,

Esse parametro torna-se negativo préximo a pontos limites;
dessa maneira, se GSP < 0, entdo A, = -8X;. Uma estratégia
adaptativa é a determinagdo automéatica da variacdo do
pardmetro de forga inicial, que consiste em, ao final de cada
passo da andlise, monitorar o nimero de iterages para a
convergéncia (N;) da técnica iterativa e compara-lo a um valor
6timo (N [15].

GSP =

V. MODELO CONSTITUTIVO BASEADO NA MECANICA DO DANO

Para descrever o comportamento do material, utiliza-se um
modelo baseado na Mecénica do Dano Continuo proposto por
[12]. Para o caso de um elemento unidimensional submetido a
uma forca axial, a tensdo efetiva 6 é expressada por:

6 = Ege. (17)

O limite de dano inicial ry € uma propriedade do material e

pode ser relacionado a tensdo limite de proporcionalidade f, da
seguinte forma:

f 18
Iy = —.
e (9
Define-se a norma da tenséo efetiva t(g) por:
=2
1(3) = %. (19)

A partir das relages de Kuhn - Tucker, o limite de dano é
dado pelo maximo valor da variavel t durante o processo de
carregamento, tal que:

r = max (1, T). (20)

Com (17) e (19), © pode ser expresso em termos da
deformacéo especifica ¢ por:

t(e) = \/E_O €. (21)
A variavel de dano d é escrita em fungdo do médulo H e do
limite de dano r por:

r—ry

A tensdo normal o é calculada por:
0= Ee=(1—-d)Es, (23)

sendo Eq 0 médulo de elasticidade longitudinal do material ndo
danificado. Variando-se a funcdo que descreve o mddulo H,

tem-se na Fig. 1 em: (a) regime elastodegradavel perfeito
(perfeitamente plastico); em (b) encruamento linear positivo
(endurecimento); em (c) encruamento linear negativo
(abrandamento); e em (d) abrandamento exponencial.

Para o caso de um procedimento incremental, o dano d no
passo de forca t+At é obtido com base na deformacédo
especifica na barra (g), na iteragéo Kk, pelo algoritmo do modelo
constitutivo de dano diferenciado a tracdo e a compressdo
apresentado na Fig. 2. No algoritmo, os subindices "c" e "t"
significam compressdo e tracdo, respectivamente.

o
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v

€
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Fig. 1. Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento.

Entrada: Eo. He. Hy. roc. ron £
1) Caleular 1™ = /E, |e“"_1)‘

2) See™ >0 (tracéo)
Se 1™ > 1o
G ®

sendo
T =g
Fim

. T ™
Caleular d O Hy)
Fim
3) See®V <o ] (compressao)

Se rﬂ"] > 1ge

B ®

sendo

=g
Fim

K

C, (k) — L _"Tec
Caleular d RSTERTR

Fim
4) See®V=0.d® = 0. Fim
5) Sed® > 1,d® =1, Fim
6) Sed™ < 0,d™ = 0. Fim
Saida: d%

Fig. 2. Algoritmo para o modelo de dano diferenciado a tragdo e a
compresséo.

VI. CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Em qualquer processo iterativo, a solu¢do ndo é exata, ou
seja, € calculada aproximadamente. Portanto, limites de
tolerdncia devem ser impostos para a interrup¢do do processo.
Dois critérios de convergéncia foram estabelecidos, um
baseado nos deslocamentos e o outro nas forgas, segundo as
desigualdades, respectivamente:

(|Aul|
< (24)
(|8ul|

ligll <& (25)




VII. SIMULAGOES NUMERICAS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numéricos de
problemas de trelicas planas com comportamento ndo linear
encontrados na literatura, com o intuito de aplicar e comparar
os métodos de solugdo. Em todas as andlises estruturais,
considerou-se para a verificacdo da convergéncia a cada
iteracdo k a tolerancia ¢ igual a 10°. O peso proprio das
estruturas é desprezado nas analises. Deve-se ressaltar, ainda,
que ndo estdo contabilizadas no tempo de processamento a
geracdo da malha e a visualizagdo dos resultados.

A. Barra comprimida

Seja a barra comprimida com area da secdo transversal (1,0
x 1,0) m? e comprimento L = 12 m constituida por dois tipos de
materiais, conforme é apresentada na Fig. 3. Este problema foi
estudado por [16]. Considera-se que o0s materiais tenham
comportamento bilinear com encruamento negativo (Fig. 1c),
de modo que o elemento central seja menos resistente que 0s
demais. Os parametros materiais para as barras sdo mostrados
na Tabela Il. Os pardmetros para os métodos de continuagéo
580: Not = 5; 819 =5,5; Umsx = 0,1; € AP = 0,1 MN.

(L-h)2 h (L-h)2

Fig. 3. Desenho estrutural esquematico da barra com dois tipos de materiais.

TABELAIl.  PARAMETROS DO MODELO CONSTITUTIVO DE DANO.
Barra 2 Barrasle3
Eo=20,0 GPa Eo=20,0 GPa
fo= 20,0 MPa fo=25,0 MPa
H=-02 H=-02
B, =1,0 B;=1,0

Os resultados numéricos NP, It, tempo de processamento e
deslocamento horizontal na extremidade livre da barra sdo
apresentados na Tabela Ill, considerando h = 1/3L na Fig. 3.
Vé-se, nessa tabela, o melhor desempenho do método de
Chebyshev em comparagdo com os métodos de Newton-
Raphson e Super-Halley, independentemente da técnica de
continuagdo adotada. Um maior esforco necessario para cada
etapa dos métodos de Chebyshev e Super-Halley em relacéo ao
método de Newton-Raphson é compensado com um menor
namero de iteracBes para a precisao desejada.

Na Fig. 4 sdo apresentadas as trajetrias de equilibrio
(deslocamento horizontal na extremidade livre da barra versus
forca P) obtidas com os métodos implementados, havendo boa
concordancia com a curva obtida por [16]. Os algoritmos
implementados conseguiram identificar o ponto limite na
trajetéria (P = 20,0 MN/m?) e ultrapassa-lo alcangando o
préoximo ponto de equilibrio. Comparando as estratégias de
continuagdo, vé-se que as simulagBes com a técnica CTIA
obtiveram o menor tempo de processamento, uma vez que foi
necessario um nimero menor de interagdes (It) e passos de
forca (NP) até o fim da simulagéo.

TABELA Ill.  RESULTADOS NUMERICOS.

Método de Chebyshev

Estratégia It NP | Tempo (s) | Deslocamento (m)
GDCM 983 | 45 | 0,307003 | -0,016197248789344
CTIA 615 43 0,197273 | -0,016238569265574

Método de Super-Halley

Estratégia It NP | Tempo (s) Deslocamento (m)
GDCM 1946 | 61 0,555012 | -0,016189272056167
CTIA 1243 | 58 | 0,379579 | -0,016167574060032

Método de Newton - Raphson

Estratégia It NP | Tempo (s) Deslocamento (m)
GDCM 3195 | 75 | 0,804061 | -0,016124922430110
CTIA 2148 | 73 0,571444 | -0,016154671081090
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Fig. 4. Trajetorias de equilibrio.

B. Trelica plana

Analisado por [17], este problema consiste de uma trelica
plana com duas forgas concentradas P  aplicadas
simetricamente (Fig. 5). O material que constitui as barras
apresenta comportamento elastico idealmente plastico (Fig.
la). Para o modelo de dano, considerou-se 0s seguintes
parametros: EoA = 10° kN; f, = 65 KPa (diagonais); f, = 61,1
KPa (demais barras); H = 0,0; e B; = 1,0. Os parametros para
0s métodos de continuagdo sdo: Ng = 5; oAy = 4,0; Unax =
0,025; e AP =2,5 kN.

8x5=40m

BN
~

Fig. 5. Modelo estrutural da trelica plana.

Na Fig. 6 sdo mostradas as trajetorias de equilibrio
(deslocamento vertical no n6 5 versus forga P) com os métodos
de solucdo de Chebyshev e Super-Halley associados as técnicas
de continuacdo. Observa-se, nessa figura, que para a forca P
igual a 40,7333 KN, aproximadamente, ha aumento do
deslocamento vertical sem acréscimo de forga. As barras 1-2,
4-5, 5-6 e 8-9 atingem a tensdo de escoamento em primeiro,
apresentando comportamento plastico. Os resultados numéricos
sdo mostrados na Tabela 1V, verificando-se o melhor



desempenho computacional dos métodos de Chebyshev e
Super-Halley em contraste com o de Newton-Raphson. Cada
estratégia de continuacdo apresenta caracteristicas peculiares,
visto que uma pode demandar maior tempo de processamento
em relacéo a outra, dependendo do problema analisado.

4 : : : :

T s e Tz Pt P ot B PPy,
R e e L

i

Forga P (kN)

P N SSSSR N AR SO A _

—B&— Gutierrez (2014)
—F— GDCM-Chebyshev
H H —=— CTIA-Chebyshev
10 p —+— GDCM-Super-Halley | ]
: : CTIA-Super-Halley

otk I I I I
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25
Deslocamento vertical (m)

Fig. 6. Trajetorias de equilibrio.

TABELA IV. RESULTADOS NUMERICOS.
Método de Chebyshev
Métodos | It | NP | Tempo (s) | Deslocamento (in)
GDCM | 365 | 24 | 0,893217 | -0,203842450233608
CTIA | 414 | 25 | 0,987312 | -0,205874897500063
Método de Super-Halley
Métodos | It | NP | Tempo (s) | Deslocamento (in)
GDCM | 388 | 27 | 0,975899 | -0,206922857891143
CTIA | 382 | 27 | 0948284 | -0,206578269206597
Método de Newton - Raphson
Métodos | It | NP | Tempo (s) | Deslocamento (in)
GDCM | 749 | 39 1,753208 | -0,204647577282017
CTIA | 738 | 39 | 1,755630 | -0,205088611032850

VI1Il.CoNCLUSAO

A partir dos exemplos numéricos estudados, destaca-se a
boa concordancia entre os resultados obtidos e os da literatura
no que tange a obtengao das trajetorias de equilibrio, validando
0 codigo computacional desenvolvido. Observa-se que o tipo
de lei constitutiva adotada para o material é uma das causas da
maior ou menor eficiéncia dos processos para a busca do
equilibrio. Uma lei elastoplastica perfeita pode conduzir a uma
situacdo em que a estrutura apresente grandes deformacdes
antes de alcancar o equilibrio.

A crescente simulagdo de modelos estruturais complexos
por meio do Método dos Elementos Finitos tem exigido a
manipulacdo de grande quantidade de dados, que é intrinseco
ao método, bem como a procura da diminuigdo do tempo de
resposta para a resolucdo do problema estrutural.

Apesar dos métodos da classe Chebyshev-Halley serem
muito atrativos para resolver problemas ndo lineares por terem
taxa de convergéncia cuUbica, eles sdo computacionalmente
caros basicamente por dois motivos: a necessidade de se obter

a matriz L a cada iteracdo; e resolver dois sistemas lineares.
Com a aproximacao proposta neste trabalho para a matriz L, as
analises com esses métodos se mostraram promissoras, Vvisto
que conseguiram alcancar a solucdo (trajetdria de equilibrio)
com um numero inferior de passos de forga e iteracfes, em
contraste com o método de Newton-Raphson, tanto para a
técnica de continuagdo GDCM quanto para CTIA.

Nota-se que na iteracdo dos métodos de Chebyshev e
Super-Halley é utilizada a mesma matriz de rigidez para a
solucdo dos sistemas de equacles lineares; assim, estes
sistemas podem ser solucionados via decomposi¢do (por
exemplo, decomposicdo LU ou fatoracdo de Cholesky), uma
vez que uma Unica fatoracdo no inicio da iteragdo é necessaria.

A matriz de rigidez do sistema estrutural K é caracterizada
por um elevado indice de esparsidade. Pode-se obter uma
melhor eficiéncia numérica dos modelos apresentados por meio
de algoritmos que armazenam os coeficientes ndo nulos
presentes na matriz e efetuam operacGes entre matrizes e
vetores com estes coeficientes evitando, dessa maneira, 0s
calculos redundantes envolvendo elementos nulos.
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